
Solution  

1  

看到连等，考虑换元

设  

则  

题目所求的倒数即为  

进而  

也即  

可以视作关于  的二次方程，解得  

根据 ，可以舍去负根

故  

故

2  

如果你热衷于计算，拿这道练练余弦定理也无妨。这里只写纯几何做法。

考虑相交弦定理，可知  

由于  为圆  的直径，可知  

因而  
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在  中， ，可知  

进而知  为等腰直角三角形，有  

也即  

根据同弧所对圆周角相等，可知  

3   

设  的重心为 ，则  

条件即  

正四面体棱长 6，  在底面投影即 ，高  

4  

可设  

由题设，有  

则  

故  

或 或
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因而，  

或  

或  

如果 ，代入原式即  

故  

这时，  

类似地，如果 ，则  

如果 ，则  

所以，  的值为  

或 或

5  

注意到，无论  取值是奇还是偶，  都有  的概率与其凑出偶数（奇配奇，偶配偶）。

故答案为 。

蒋周运的确把这个题给我当笑话看的，我当时反应了一下花了 5s 在草稿纸上算了一下被嘲讽了。

6   

因为  在  内任取，所以  和  也在  内任取。

所以问题变为：求有多少整数对  满足  且 。
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对于固定的 ，一次同余方程  有解的充要条件是 ，且在  内恰有  个

解。

因此考虑枚举  的因数 ，设有  个  满足 ，有  个  满足 ，那么答案就是  

接下来各显神通，答案是 。

7  

先推式子。定义 decent 集合表示  且  的所有  构成的集合。设  表示 decent 集合恰好为  的排
列个数，  表示  是  的 decent 集合的一个子集的排列  个数，则：

那么有：

考虑最后一个式子的含义，相当于我先将  个元素划分为  个部分
 使得：

再对于每个 ，构造两个序列：

和

使得：

方案数为：

我们考虑设  为将长度为  的部分划分为若干个小部分的系数之和，显然：
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再设  表示将长度为  的序列划分为若干大部分的贡献之和，有：

手算 ，  时答案是 ，  的时候答案是 。

 的时候存在，枚举 decent 集的做法，一共只有  种可能的 decent 集，算不了多久的。

8  

由 ，  得  

而  

代入得  

因此最大值与最小值之积为 324。

9  

首先，求从  到  且不经过直线  的最短路径数目。

作平移变换：令 ，则直线化为 ，起点变为 ，终点变为 。

问题转化为从  到 ，每次向右或向上移动一个单位，且不触碰直线  的最短路径数。

总步数为 ，其中向上 50 步，全部路径数为  

由反射原理，首次触碰  的路径与从  到  的路径一一对应，其数目为  

因此合法路径总数，也即幸存蚂蚁的总数，为  

由于蚂蚁依次按最少数选窗口（并列时选最小编号），相当于所有蚂蚁从 1 开始依次循环分配窗口。

具体地，第  只蚂蚁进入的窗口编号为  

作为最后一只（第  只）蚂蚁，你需要求  的值。

利用 Lucas 定理计算组合数模 7 的余数。
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故  

因此 。

你作为第  只蚂蚁，走向的窗口编号为  

最终，你会排到 2 号窗口。

10  

提示是真的，就是跟 416 无关。416 是妹子生日。

。数学归纳法证明之，

 时显然成立。假设  时，该结论均成立。

则当  时， 。

也就是 。

发现这个就是 。

 的时候这个 ，  的时候 。所以  的时候， 。

发现这是对的，做完了。 
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