
YCup Stage 1. YiChuan Solution  
前言  
预设难度是：

Easy 5 7 12

Easy-Medium 1 4

Medium 6 8 9 10

Hard 3 11

Extreme 2 13

实际难度是：

Easy 4 5 7 12

Easy Medium 1 8

Medium 6 10 13

Hard 3 9 11

Extreme 2

Yichuan 是出题人 卓成杰 同学身上的梗。与宜川中学无关。

所有题面（除了第 11 题）都是编者 王韬淳 写的。第九题的背景是真实发生的，剩下全部是胡诌的。

感谢大家的参与！我们会在接下来的一周尽可能完善规则，让大家有更好的体验！

1. 又是一个周期  
定位：Easy Medium，出题人：王韬淳

设 ，则 。

利用恒等式 

该函数的最大值出现在  时，此时 。三个平方项之和为 。

2.  P 话  
定位：Extreme，出题人：王韬淳

王以老师并没有成功做出。

我们考察，如何对一个 01 串的本质不同子序列个数计数。

设  表示以 '0' 结尾的不同子序列数量，  为所有以 '1' 结尾的不同子序列数量。

发现，每当我们碰到一个 ，相当于 ，每碰到一个 ，相当于 。

最后的答案就是 。

考虑证明：对于当前串的所有本质不同子序列分类，以当前末位为  为例。
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对于所有串分类：末尾有至少两个  的，和末尾恰有一个  的，和以  结尾的。

发现末尾有至少两个  的，一定与删去当前末位的以  结尾的子序列构成双射，即原来 。

末尾恰有一个  的，除了整个子序列就是  以外，一定与删去当前末位的以  结尾的子序列构成双射，即原
来 。

末尾没有  的，即现在的  还是原来的 。

我们对坐标进行一手变换，让  初值为 ，则转移变成了  或 。最后的答案是 
。

这个过程相当于辗转相减法的逆过程。即所有碰到的  一定互质。所以我们相当于要求 
 的整数对个数。

，相当于 。所以即求小于  的与之互素的数个数，即 ，答案为 
。

3. 模范  
定位：Hard，出题人：卓成杰

设  是  的一个模范数, , 则 , 有 .

对于集合  而言, 除了  以外, 剩下的  个元素共有  种选法

那么答案就是 

考虑对偶原理， 

加起来得到 

所以答案就是 

4. 永强  
定位：Easy-Medium，出题人：卓成杰。

不难发现这个题直接计数会有点困难, 考虑数列递推的思想, 设答案为 .

如果这个集合里有  的话, 那么剩下的就是  的元素, 所以是 , 但由于这个集合里剩下的元素个数可能
为 , 所以要再加上 

如果这个集合里没有  的话, 那么剩下的就是  的元素, 所以是 

于是可以写出递推式 

初值条件是 , 手算即可, 得到 

5. 小小的也很可爱捏  
定位：Easy，出题人：卓成杰
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你考虑设 ，那么就有 

所以 ，乘起来就有 

所以 , 当且仅当  时等号成立。当然你也可以观察  的图像性质, 

大胆猜测有 , 然后解出 。

6. 签到题  
定位：Medium，出题人：卓成杰

本题是诈骗题，因为你发现你找不到一个满足条件的 。

考虑怎么证明这个事，你又发现这是一个很典的可以裂项的式子, 可以将分子分母同乘 

所以得到

如果真的可以大于  的话, 那么就会有 ，而不等号右边是小于  的, 所以这样
的  不存在。答案为 。

7. 我妹子呢？  
定位：Easy，出题人：王韬淳

。令 ，则 。

该二次函数在  的最小值在  取到， ；最大值在  取到， 。

计算 。

8. 想做你的星星和月亮  
定位：Medium，出题人：卓成杰

你发现星星数和月亮数的定义很对称, 考虑构造双射

对于一个星星数 , 考虑将它数位反转得到 , 那么当  时, 它就是月亮数

对于一个月亮数 , 反转得到 . 由于 , 所以 , 所以一定能得到星星数

也就是说, 个位数不为  的星星数和任意月亮数构成了双射, 个数相等. 那么题目所求即为个位数为  的星星数个数

考虑枚举 , 那么 , 答案是 ，所以得到 
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9. 稳定  
定位：Medium，出题人：卓成杰

考虑画出  图，把  拆成四个区域: 

, , , 

那么直接放的方案数是 ，如果有 , 那么方案数是 , 对称一下就是 

而  的情况被考虑了三次, 并且  的全排列是 

所以答案是 

UPDATE : 直接给出 930（不考虑置换）也算对。 

10. 我与你，到底有多远？  
定位：Medium，出题人：卓成杰

这道题你只需要设 , 原式就是 .

点  在一个半圆上, 点  在反比例函数第一象限的图象上, 画图可知最小值在  时取到

所以答案是 。

11. 月考  
定位：Hard，出题人：黄跃霖

考虑到一个半长轴为 ，半短轴为  的椭圆，是由一单位圆横向拉伸  倍，纵向拉伸  倍得来的。因此题目中的参数
方程是

对于第一问，很直接地有 ，其中 

由于 ，直接有最小值为 。

而对于第二问，直接做显然太过于繁杂，我们考虑不用参数方程。但你需要知道椭圆大概长什么样：上下左右四个端

点分别是 。

设待求式 ，则 。惊讶的发现这是一个三次函数，只有常数项

不知道，现在我们需要在已知条件下求出常数项的最小值。

考虑  的限制：它们既在椭圆上，也在函数的图像上，也就是椭圆与函数的交点。

那么约束就很清楚了：在函数与椭圆有交点的情况下尽可能向下平移最多的距离。

由于只进行向下平移，因此我们先只考虑 。

因式分解之后得到  和  两个函数。
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由于求常数项的最小值，那么我们要分析函数的极大值，这样才能保证向下平移的距离最多。（感性理解一下，因为
如果极大值都不能再向下平移了，椭圆的形状保证其他位置没有更优解）

考虑单调区间：容易发现  在  上严格增，在  严格减。后面这个不用仔细求，只用发现 
，而且另一个零点是  即可。（说明区间  恒负，不会产生极大值）

那么我们找到了在实际有效的区间，  上的极大值 ，在  处取得。考虑椭圆在  时取到 
，因此最小值  即为 。

两个最小值之和，也就是答案为 。

12. 倒数的取值范围  
定位：Easy，出题人：王韬淳

设 ，则  且分母不为零即 。

由于 ，故 。

代入原式： ，当  时，  取得最大值 。

13. 又是一个周期又是一个周期  
定位：Extreme，出题人：卓成杰

肯定会先考虑配凑和引参, 但是没有效果. 所以先注意到  的时候可能是最小值。

考虑放缩法, 不妨设 , 

考虑证明 

也即 

由于 . 设 

则有 

也即 

也即 

也即 

也即 

也即 

也即 

而  成立

因此  得证
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所以 
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