
YCup Stage 2. Nanjing Sol  

1 T1  

通分不等式左侧，等价于证明：  

展开两边：  

经过代数化简，原不等式等价于：  利

构造加权项：        

经化简系数得：     

    

即：     

综上，通过对称性求和可得： 

2 T2  

令 。

在平面直角坐标系中，设 , , 。  

则 。根据三角形两边之和大于第三边，当  在直线  上时，  取得最小值。  

最小值为线段  的长度：   。 

原函数可看作 ，其中 。  

因函数  在  时为单调递增函数，故当  时，  取得最小值。

。

3 T3  

原式 。 

赫尔德不等式或柯西不等式的分式形式：   。 

同理， 。 

故 。   当  时取等。

4 T4  

令 ， 。

欲最大化 ，令 ， 。

此时 。   。

差值 
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计算给定的  值之和：   。

5 T5  

令 ， 。   显然 ， 。

考察 。由于  且  极小，    的整数部分为 。

小数部分为 。因为 ，    在  很大时，其小数点后的数字序列以  开头，并迅速趋向于 
。  

因此，  的小数点后  位趋近于 。

6 T6  

sby 供题。

最优构造形如： 。

考虑到任意数组  的平方和都不会超过 ，所以我们希望这个构造的最大值最大。这个数可以做到 ，剩下的
和可以靠小数填充。

7 T7  

化简得 。定义域受  限制为 。二次函数在  取最大值 3，
在  取最小值 。

8 T8  

因  , , 则  四点共圆。 又 , 
, 则  五点共圆, 点  为其圆心（鸡爪定理）。 

于是 , 从而 。

因为 , 即 , 所以 。 又直线 , 故点  在直线  上。 由 

,  为  的中点, 知点  关于  对称, 从而 。 又 , 则 
 从而  四点共圆, 则  故点  在  的

中垂线上。 

设  与直线  分别交于点 。 因为  
 所以 。 故  四点共圆。

 于是 。 同理, 。 所以 

。 又 , 则  四点共圆, 所以  为正三角形。

由 , 点  在  的中垂线上, 知点  为  的圆心, 也是  的中心。 所以 。 作 
 交  的延长线分别于点 。  于点 。

前面已证点  关于  对称, 则  也垂直平分 。 注意到 , 有  所以 
 故 

，由夏普尔定理知 ，所以 。

所以 。
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9 T9  

经典题。

 

由原方程可得：         代入柯西不等式：   

      

故  的最大值为 。

10 T10  

对于某个正整数 ，必有  

可将原方程改写为  

设 ，则 ，且  

于是，  必是形如  或  之一。

如果 ，那么 。于是对于某个正整数 ，有  

如果 ，那么 。因此， ，所以 ，这意味着  

无解。检验  的情况，求出  推得 ，以及  推得 。

如果 ， 。于是对于某个正整数 ，有  
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容易检验当  或  时无解。如果 ，那么 。因此， ，所以  

这不可能。  的情况推出 。

结论是只有解  和 。

11 T11  

zcj 供题。

不妨设 ， ， 。

则 ， ， 。

其他的  同理。

上述所有式子左边相加为： 。

右边相加为 。也就是 

。

。

12 T12  

记 ，则得 。

由方向可知， 。

所以 ，即 。

设 ，有
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