
YCup Stage 3 Sol  
1  
设 。我们需要计算的和为 。 

注意到项的符号是交替的： ， 。 

考虑函数 。 

求导得： 。 

题目中的项可以写成： 。 

令 ： 。 

利用复数的指数形式： ， 。 

则 。 同理 。

所以 。 原式 。

 

赛场上建议找规律：

2  
构造复数 。 

。 这是一个公比为  的等比数列。 。 
。 由于 

。 
。 因此 ，

。 乘积 。

 

验题人做法：

 时， ，同理 。
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。

3  
设数字总和 。位置总数 。 任一初始位置上的数字  在  次交换后仍在原位的概
率  满足递推： （其中  是指交换不涉及该位置）。 解得 

。 数字  移动到其他任一特定位置的概率 。 位置 （权重 ）

上的期望数字为 。 其中 。 总期望 
。 （原值）， ，

， 。 。 

 

4  
为了使  尽可能小，我们需要让  在  较大的地方尽可能小，反之亦然。 

但由于序列是非降的，如果  很大，则所有  都很大，此时  的和会由于  而被迫变大。

一种极端构造是： ， 。 此时 
。 

要满足 ，则 。 最小整数 

5  
 轨迹是以  为圆心，  的圆。 考察  的方程。

设 。

注意到 。方程变为：

 
 

 

观察可知，若要使得各项抵消，尝试令模长项为 ： 令  且 。

若 。代入得 。 

验证 ： 。成立！ 

所以  是一个解。 点  到圆心  的距离 

。

最小距离 。

6  
设 。已知 。 

目标式分母 。 

根据均值不等式 。 但需注意 。由于 ，最大化分母即最大化 
。 

在  或  时（即  或 ），  取得最大值 。 
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此时分母最大为 。 分式的最小值为 。 总式最小值 。

7  
总排列数 。 

设  为在第  个红球前抽到的蓝球数量（从右往左数，即后面还有  个红球的蓝球数）。

最终值 。 

需满足 ，其中 

若 ： （1 种组合）。 

若 ： （所有 7 种组合均可）。

若 ： （所有  种均可）。

若 ： 。  （1种）； （6种）；

（1种）。共 8 种。

若 ： 。  唯一解 （1种）。

总数 。 概率 。
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8  
我实在是看不懂出题人的字，意会一下吧。

 相似。

又，

所以，

。

设 。

正弦定理， 。

。
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。

。

。

9  
严格证明是难的，本来就希望你猜。

放个 clw 的证明
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