
YCup Stage 4. Sol  
 陈洛炜、卓成杰。  卓成杰。  焦阳。其他题 。

敲 markdown 真累啊。太难打的我摆了。

1  

设 。

求导，

解得 ， 。
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clw 自己发明了求导。

2  
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。 。

因而， 。原式为 ，取值范围 。

3  

设 。

所以， 。

4  

设 ，有

，熟知  在  上下凸。由琴生不等式知，

故 。

5  

熟知此时  是  在  上的投影。根据将军饮马模型知： 。

6  

，

7  

易得 。

设 。设直线 。

。
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， 。

因而， , 。

。

。 。

因为 ，所以  或 。

定值 。



8  

9  

本题使用三维空间中的笛卡尔球定理。

5个相互外切的球（其中大球  包含另外4个内球，因此大球半径取负曲率）的曲率满足：
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球  半径均为 1，所以曲率 。

因为  是5个相切的球，设  的曲率为 （ ），  的曲率为 。

代入公式： 。

展开化简得： 。

同理，对于球 ，曲率  也满足相同的方程。

可见  是关于  的二次方程  的两根。

我们要求  的最小值。

要求根是实数，判别式 。

由于 （外切包含），解得 。

函数  在该区间单调递增，故在边界  处取得最小值。

代入  得： 。

10  

哦哈哈。我今天说有高妙做法，可能没有。

其中 。

可得 。

和为 。
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11  

12  

这相当于求从  到  恰好经过一次对角线的路径数。
由卡特兰数的性质，这等于 。 。

13  

经逐个测试 。当  时，前 19 个质数的平方和 。

。
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