
YCup Stage 5. 考后总结 Solution  
♪  双鱼座  

出题人：陈洛炜。

双曲线方程可以化为 。

由题意可知，  三点在双曲线的一支上，即得：

由于等差数列，所以 ，即 。解得 。

设  中点在 ，由于  在双曲线上，所以：

相减得：

整理得：

所以  中垂线斜率为 。

则  中垂线方程为： ，即 。

则  时， ，定点坐标即为 。

♪  我们还有明天吗？  

出题人：赵易仁。辅助出题：Gemini 3.1 Pro

两种含义各位都看懂了吧。有些人的最后一面在无意识中已经见过了。有些人的“最后

一面”会有很多次，你们永远不会放弃对方。希望大家都能或者一些后者描述的挚友。

将函数做平移代换，令 ，考察 。

化简后可得：
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观察发现，分母是偶函数，分子中的  是反双曲正弦函数，属于奇函数；  和 

 均为奇函数。

因此  是一个纯奇函数。它的最大值与最小值之和必为 。

即 。

♪  简单题  

出题人：赵易仁

设 ， ， 。

由  得， 。

。由  知  或 。

 或 。

答案为 。

♪  下头男  

出题人：王韬淳

令 。

设甲最终获胜的概率为 。

第一局胜，概率为 。

第一局输，后面净胜两局，概率为 。

上述两件事互斥，所以 ，解方程得 。

为什么  时要舍掉 ，我推荐你感性理解。

原题 Source。

♪  在未来找你  

出题人：陈洛炜

设 ， ， 。令 。则 。

则 。
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有由于  的定义式，有

连续正整数平方和公式、等差数列求和公式：

也就是

又由于这是个等边三角形，所以  和  夹角为 。

所以 。

♪  破心防宝钗暗传灵犀，定神交黛玉终认故人  

出题人：陈洛炜

 的内切圆半径 。

而 。所以动点  的轨迹是一个平行四边形，面积是 

。

♪  有人说  

出题人：陈洛炜

已知等式 ，整理可得 ，由余弦定理得 

，即  或 。

第一问：若  为最小边，则  为最小角，必有 ，且 。

由正弦定理， 。求得此函数在  上的值域为 。区间长度

为 。

第二问：若  为最大边，则 ，且 。

。可求得该取值范围为 。区间长度为 

。

两区间长度之积为 。
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♪  靠近你就靠近了痛苦，远离你就远离了幸福  

出题人：王韬淳

带入消元， ，所以 。

。

然后你可以猜出最大值，或者通过 。

介绍一种牛逼科技，

固定变量 ，则 。把  当常数。

对 ，因为  是常数，所以只需要求出  的最大值。

其中 ，为叙述问题方便，令 ，则 ， ，  是常数。

因为 ，注意到 ，而二次函数开口向上，顶点处不是最大

值，所以  和  有一个是最大值。

所以

还原成原变量，有：

因而，当 ， 。

 时， 。

所以 。

♪  忆往昔峥嵘岁月稠  

本题属于“任意型”最值，且条件不提供算法，宜从构造入手。

构造的实质是对集合  进行 划分，最朴素的方法是采用“字典排法”：由小到大

依次确定  的归属，且每个数总是优先归入“代号最小”的集合。

设划分的  个集合为 ，先设 。、 、

因为 ，可知 ，设 。进而 （优先归入“代号最小”的集合）。
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因为 ，可知 ，所以 。进而 。

因为 ，可知 ，所以 。进而 

。

因为 ，可知 ，所以 。进而 

。

因为 ，可知 ，所以 。进而 

。

因为 ，可知 ，所以 。

至此，  无法归入任何集合：与  中  不相容；与  中  不相容；与  中  不相容。

但未必  是最小值，可进行调整。

虽然  中只有  与  不相容，但  不能调入  中，所以我们将  都调

入  与  不相容，  与  不相容)，这样，可将  归入 ，得到

、 、

进而 ，可知 ，所以 ，得到

至此，  无法归入任何集合：与  中  不相容；与  中  不相容；与  中  

不相容。但未必  是最小值，还可进行调整。

因为  中只有  与  不相容，可将  调入 ，这样，可将  归入 ，得到

至此，无论如何调整，都无法将  归入任何集合，所以我们猜想  是合乎要求的最小值。

当  时，记 ，将  中的数分别染红、蓝、黄色，则任何

同色数之差的绝对值不是平方数，矛盾。所以 。

、 、

原来的构造如下：

这个构造似乎没有什么规律，也许是采用“尝试+调整”的穷举策略。



下面证明  合乎要求，令 。

反设  不合乎要求，则存在  的一个 划分 ，使同一集合中的数都相容。

依次考察每个元素的归属。注意到不相容的数不能在同一集合，我们先将不相容的数对列举出来

（用边连接），以便将其放入不同集合中。

因为小于  的平方数有 ，所以当  时（保证  属于 ），将 

 中不相容的数对用边连接，如图 8-2 所示。

由此发现两个三角形 。每个三角形的  顶点分别属于不同的集

合，从而  与  属于同一集合（ ）。

取 ，则  与  属于同一集合，不妨设 。

取 ，则  与  属于同一集合，但 ，所以 ，不妨设 。

取 ，则  与  属于同一集合，但 ，所以 ；又 ，所以 

，所以只能是 。

取 ，则  与  属于同一集合，但 ，所以 ；又 ，所以 

，只能是 。

此时 ，但 ，矛盾。

综上所述，  的最小值为 。

♪  GRINDING...  

出题人：王韬淳

Polya 罐子。

如果你不会，有一种高雅做法

前  次投进  次的概率可以表达为： 。

前  次投进  次，最后一次投进了： 。

前  次投进  次，最后一次没投进： 。

发现 。我们大胆猜测，  均为 。

归纳一下发现是对的。

答案是 。
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♪  又一个三角形  

出题人：陈洛炜

一方面，若 ，下证  不是“保三角形函数”。

取 ，显然这三个数可作为一个三角形的三边长，但

显然  不能作为任何一个三角形的三边长，故  不是“保三角形函数”。

另一方面，以下证明  时，  是“保三角形函数”。

对任意三角形的三边 ，若 ，则分类讨论如下：

情况 ① 。

此时

同理， 。

因此 ，故

于是

同理可证其余两式，所以  可作为某个三角形的三边长。

情况 ② 。

此时 ，可分两种情况讨论：

1. 当  时，由于 ，所以

由  在  上的单调性可得
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2. 当  时，有

同样由  在  上的单调性可得

总之，总有

又由  及余弦函数在  上单调递减，得

于是

同理可证  与 ，所以  也是某个三角形的三边

长。

综合以上两种情况，当  时，  是“保三角形函数”。

结论：  的最大值为 。
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