
Ycup Season 1 Stage 8. 仁济医院 题解

1. 探望
出题人：孙晨皓

小巧思数论题。我们考虑：

由于 ，我们使用欧拉定理：

所以对于任何与  互质的底数，指数每增加 ，结果不变。那么我们求：

显然有：

以及：

再次考虑欧拉函数  得知我们需要上述指数模  的值，那么：

1336 ≡ 0 (mod 8)

1336 ≡ 86 (mod 125)

gcd(86, 125) = 1

φ(125) = 125 × (1 − ​) =
5
1

100

125 100

f = 1336 ↑↑ 1335 ≡ x (mod 100)

f ≡ 0 (mod 4)

f ≡ 111336↑↑1334 (mod 25)

φ(25) 20

k = 1336 ↑↑ 1334 ≡ 0 (mod 4)



以及易得：

我们解上述同余方程组：

那么：

同理再解这个同余方程组有：

于是由欧拉定理，我们只需要求：

至于这部分怎么求，快速幂即可。

最后我们得到：

来一遍 CRT 或者直接枚举一下，可知：

所以答案为 。

k ≡ 1 (mod 5)

k ≡ 16 (mod 20)

f ≡ 11 ≡16 11 (mod 25)

f ≡ 36 (mod 100)

86 ≡36 x (mod 125)

1336 ≡f 0 (mod 8)

1336 ≡f 61 (mod 125)

1336 ≡f 936 (mod 1000)

936



2. 出院
出题人：黄跃霖

本题预测难度是 Hard. 实际不知道，但感觉解题过程应该不难看懂，本题应该算数论构造题。

以下证明中均定义全集 .

我们先转化题意。由于整个过程可以无限进行，因此题目要求相当于将正整数集合  划分为两个不交
的非空子集  和 ，并且满足 .

接下来一步可能比较需要注意力（或者想象力）？

考虑我们如何构造这两个序列。

首先，如果直接多项式，即  是不行的，因为感性理解下来一定会有重复或缺漏。

所以考虑小数。

由于序列值是正整数，所以尝试定义成 .

但是，如果 ，产生的数一定有循环节，也不符合不重复的要求，因此令 .

接下来统一变量： .

然后我们再刻画条件。所有正整数都不重不漏的出现在两个集合中，这个条件等价于 对于任意正整数
，两个序列中不超过  的项的总个数恰好等于 .

因此，我们令 .

也即解不等式 .

.

因此有 .

题目条件就转化为 .（对任意正整数  都成立）

直接观察有些困难，我们先记 ，则 .
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又 ，且 .

即 .

即 .

我们知道， .

即有 ，解得 .

那么，我们就得到了最终的构造： .

答案即为 .

3. 花海重逢
出题人：孙晨皓

首先这个式子在诈骗。

我们考虑：

而给它来上一个求积：

显然：

所以即求：

⌊x⌋ + ⌊y⌋ = N ⌊x⌋ ≤ x ≤ ⌊x⌋ + 1,  ⌊y⌋ ≤ y ≤ ⌊y⌋ + 1
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S ​ +2026 F ​ =2026 ⌊1013( ​ +5 1)⌋ + ⌊1013(3 + ​)⌋ =5 8582
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这是一个很典型的问题，接下来我们来推导:

方程 ，根 

两边除以 ：

 代入：

约去 ：

代入特殊值 ：

f = ​ sinx =
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∏
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左边：

右边第一项：

和差化积处理 ：

全部乘开后整理乘积，拆分两组正弦：

记

则有： ，且可证明 。

所以

所以本题答案为 。

4. 从今天开始我要好好学地理
出题人：范苇林

当  时，

由题意得 
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即 .

接着，我们假设  时，有 .

由题设， 
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 时，命题成立

 对所有 ， .

结合 ，可得 .

答案为 .

5. 心动
出题人：孙晨皓

诈骗代数题，看似解方程，实际几何题。考虑余弦定理。
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再次观察到，这三个角的和为 ，于是我们可以构造如下三角形：

（省略精美配图一张）

于是我们再利用面积，三个小三角形的面积等于大三角形的面积：

故本题答案为 。

6. 思念
出题人：陈洛炜

袋中初始有  个白球和  个黑球，总球数恒为 。每次操作：任取一球，白球放回，黑球不放回并

补入一个白球。记第  次操作后白球数为 ，求 。

解

设 。初始时 。

考虑第  次操作。在第  次操作后，袋中白球数的期望为 ，黑球数的期望为 。

若取出白球（概率 ），则白球数不变，仍为 （按期望意义）；

若取出黑球（概率 ），则该黑球变为白球，白球数增加 ，变为 。

由全期望公式：

化简：
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即得到线性递推：

求解递推

设通项 ，其中  为不动点，满足：

代入初始条件 ：

故：

令 ，得到所求期望：

7. 军师
出题人：黄跃霖

设三段长度为 。则：

消去 ， ，得到
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样本空间是  平面上的直角三角形，总面积

三角形要求任意两边之和大于第三边：

代入 ：

所以

满足条件的区域是小直角三角形，顶点： 。

由几何概型概率：
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所以本题答案为 。

8. 选科
出题人：孙晨皓

注意力题目，注意到原式可化为：

所以答案为 。注意到分母是 。

9.梵蒂冈
出题人：孙晨皓

这题预测 extreme，实际确实没人过，赛场上想过建议打表瞪出通项。先说结论：

证明如下：

P = ​ =
S ​总
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2
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​
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其中  为 Pochhammer 上升阶乘。
代入求和：

提取公共因子，化为标准 ：

利用超几何恒等式：

回代：

若  奇数：
若  偶数：
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所以

证明方法部分询问 ds。
那么有了这个结论，我们即求：

那么接下来想必难不倒大家，使用 exLucas 以及快速幂即可，答案为 。

10. 后面竖着
出题人：孙晨皓

小小小巧思复数题，首先最大值显然为 ，我们考虑最小值怎么求。

已知 ，故 。

令 ，由单位复数性质得 。

我们考虑：

代入得：

设 ， ，则
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对三段分别求导得极值点，可知最小值为 。取等条件为：

所以答案为 。

11. 终章？亦是新的起点
出题人：孙晨皓

出题人认为这题应该是个代数题。

首先，  一定在  才会有最大值，证明略。也就是说  一定为凸四边形。设 
，我们利用托勒密定理：

所求即：

而由勾股定理有：
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⎨
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5
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x + y + ​ =
5

3x + 4y
​

5
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显然 Cauchy，最大值为 。

12. EXTRA 出院测试
出题人：范苇林

. 成立。

即答案为 .

​145

S ​ ≤2 3S ​ ⇒1 q ≤ 2.

S ​ =n+1 a ​ +n+1 S ​ ≤n 2a ​ +n S ​ ≤n 2S ​ +n S ​ =n 3S ​n

[ ​, 2]
3
1


